Jeu d’été pour les collégiens de ’année 2008

Salut, a tous les participants. J’ai décidé d’écrire tous les exercices proposés dans
notre jeu, (Petit jeu d’été pour les collégiens) pour que touts les participant aie la

chance de faire une révision des exercices que n’ont pas pu les résoudre.
N’oublier que ce que Thomas Edison a dit :
Je n'ai pas échoue, j'ai trouvé dix mille moyens qui ne fonctionnent pas
EXERCICE 1:
Soit x et y deux réels positives. Sachant que :

Vy+z+vVr<vVr+z+y

Comparer x et y.
EXERCICE 2 : Soit a et b et ¢ des réels positives.

Monter que: a*(b+ c) + b*(a+ ¢) + *(a + b) > 6abe
EXERCICE 3 :

Soit a et b et ¢ des réels positives tels que : @ +b + ¢ =1
Montrer que :
4

(a=1+0-1)°+(c-1)°> 2

3
EXERCICE 4

Soit a et b et ¢ des réels positives tels que : abc = 1
Montrer que :

a b c
=1
ab+a-+1 +br:—|—h—|—1 +r:a.—|—r:—|—1
EXERCICE S :

Montrer que
V2+V3+ V4 —VT=V5+121

EXERCICEG6 :
Factoriser :

(x(z* +324+1)+1)* — (v + (22 + 3z + 1))?

EXERCICE 7 :
Résoudre en R les équations suivantes :

1). — 273 | {12 +2r—12 =10
1). — 7t -+ 213 -+ o +2r+1=0

EXERCICE 8 : Soit a et b deux réels positive.
Montrez que :

V2a+1+v2b+1<a—+b+2
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EXERCICE 9 :

Soit a et b deux réels strictement positives tels que : @ + b=1
Montrer que :

o) o)
f;i.- JE— —
a b)) — 2

EXERCICE 10 :
Ecrire sous la forme de trois carrés le nombre S suivants :

S = (a.2—|—2a.b—|—hz—|—a.—|—b—|—l)2

EXERCICE 11:
Est-ce que A=B sachant que :

A=5+1/22+42V5
B = 11+ 2v50 + /6 — 2V + 2//35 — 102

EXERCICE 12 :
Calculer a et b sachant que :

a+b=1 g a*+b*=2

EXERCICE 13:

Sachant que : (5 — 2y)(x — 2y) = Yxy
2x + 3y

Calculez: 3% — 2y

EXERCICE 14 :
Sachant que 3™ = 59049 et 2'° = 1024

Calculer :

A=1+3-2)+(32-29)+ (3 =28 + ..+ (37 -

EXERCICE 15 :
Soit a et b deux nombres appartenant a IN, tels que :

(1 . \/E)QDDE — f}\/ﬁ

_calculer :
a’ — 2b*
EXERCICE 16 :
. Vh V2

K =

On pose : V5 —1
S+ 1

Ko Yok

Calculer \/E — 1 en fonction de /X’

EXERCICE 17 :


anas
Highlight

anas
Highlight

anas
Highlight

anas
Highlight


Résoudre dans IR 1’équation :
2 . g 4 3 2
(3;]?- —2x + 1) =3 —4x° + 4dx

EXERCICE 18 :
Soita; b ; c et d des réels positifs. Prouver que :

a’be + ab*d + acd + bed? > dabed
EXERCICE 19 : Soit n un entier naturel strictement positive :

1).-> montrer que :
2 (Vi1 - Vi) € <= <2(Vai - Vi 1)

2). > Déduire que :

1 1 1
2 (V10001 — 1) <14 —+ — 4 ... + ———— < 200
( ) - V2 /3 V10000 —
EXERCICE 20 :

Soit x et y des reéels strictement positives. Prouver que :

;1’:2 TQ 32 1 A I
A

Y2 22z r oy =z

EXERCICE 21 :

Calculez :

A=—"— 4 - + - + ot .
©oonn+1) (n+1Dn+2) n+2)(n+3) T 2n(2n+1)

Pour tous n non nul.
EXERCICE 22 : posté
Montrer que :

A = 1000000000000000000001 N’est pas un nombre premier.
EXERCICE 23 :

T = \/35—|— 10v/10

1). = calculer x

2). = sachant que : a’ —b=c prouver que :

a—+c a—c
\Va h = .
n—l—\/_ 5 —+ 5

3). = calculer x d’une autre maniére.
EXERCICE 24 :

Soit a et b deux reels tels que : 0<b<a
Sachant que :

14 a+a*+...+ a2
A=
1+a+a?2+ ...+ q2003
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B L+b+ 0"+ ...+ %%
14 b+ b 4. H2003

Comparer A et B.
EXERCICE 25 :
1
T+ 2y = —
Soit x et y deux réels tels que :
Prouver que :

2 2
-+ y >
Y =90
EXERCICE 26 :
Soit a et b deux réels strictement positifs et x et y deux élément de IR.
Onpose : 4T + by = k
Prouver que :

k._E

9 2
2yt
a? + b?

EXERCICE 27 : Soit a et b deux réels tels que ;: @~ + 07 =
Prouver que :

—V2<a+b< V2
EXERCICE 28 :
Soit n un entier naturel non nul.

Prouver que n* + 2n’ + 2n? +2n + 1 nest pas un carré parfait.
EXERCICE 29 :

Soit ABC un triangle.

>Le milieu de I’angle BAC coupe [BC] en E.

—>Le paralléle de [AC] et qui passe par E coupe [AB] en F.

Prouver que :

EF AB x AC
- AB+ AC
EXERCICE 30 :
Soit a un réel strictement positif tels que :
1
1’1-3 -+ —,% == 18
a.lc
Calculer :
1
4
a + —
at
EXERCICE 31:

Soita ; b et ¢ les longueurs des c6tés d’un triangle. Prouver que :

(a+b)(b+c)(c+a)>8a+b—c)la—b+c)(—a+ b+ c)
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EXERCICE 32: Soit x un réel strictement positif tels que :

VI +28 +x =14

Calculer la valeur de x.
EXERCICE 33:

Soit a ; b et ¢ des réels strictement positifs. Prouver que :

2a 2b 2c
- +. + <3
a-+ b b+ ¢ c+a

EXERCICE 34: Résoudre en IR les équations suivantes:
1) > et 4+ 102% 4+ 2622 + 102 +1 =0

2). s4ut +9u + 14u® +9u +4 =0
EXERCICE 35:
Soit a ; b et ¢ des réels strictement positifs. Prouver que :

a b ¢

—4+-+->3

b ¢ «a

EXERCICE 36: Soit n un entier naturel. Prouver que :

1 1
— <
2_?1.—|—1+n—|—2+ +2n_

EXERCICE 37: Soit n un entier naturelle non nul. Prouver que :

1 1

32 n? — n
EXERCICE 38:
1). - résoudre en IR 1’équation suivante :

;I?H—I—Q;I?E—I—il;i'?—l-g:[]
2). > déterminer toute les fonctions f de R — R tels que :
f(f@)+y) =1 (2 —y) +4yf()

EXERCICE 39:

. 4 - .
Prouver que pour tous n impair : 12.° — 1 Est divisible par 16
EXERCICE 40:

Soit n un entier naturel. Trouver la racine carré de " (ﬂ + 3) puis calculer la valeur de n

sachant que : /(1 + 3) = 3538
EXERCICE 41 :
Prouver que :
cos®z + sin®z + 3sin’z x cos’z =1
EXERCICE 42 :
Résoudre dans IR 1’équation suivante :
141/3 4 12 1413 + 12
3 — 5 2 + (105 + —129\/5) T — 5 =0
EXERCICE 43 ;
Soit x un réel. Prouver que :




P -t -t 1>

EXERCICE 44:
Résoudre dans IR 1’équation suivante :

(Zr—+8r-+zr—-LQT‘*T—w+a

EXERCICE 45 :

Soit a et b deux réels positifs tels que : @ + b = 1
Prouver que :

B | =

a’ b? 1

a-+1 + b+1 §

EXERCICE 46 :

Déterminer tous les fonctions f de R™* — R et qui vérifient :
f(@)f(y) = flzy) + - : +1

EXERCICE 47 : /

Soita ; b et ¢ les longueurs des c6té d’un triangle. Prouver que :

(a+b+c)* < 4(ab+ be + ca)
EXERCICE 48 :

Résoudre le systéme suivant :

2yt 422 =14

1 1 1 11

~ 4=+
6

T Y
rT+1y+2z2==06
EXERCICE 49 :
Soit a; b et ¢ réels strictement positifs tels que : abc = 1
Prouver que :

a b C

a.b—l—a.+1+br:+h+1+a.c—|—c—|—l -

EXERCICE 50 :
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EXERCICE 51 :
Soit(”';h;ﬂ;d) € R™ telque:a +b+c+d=1



Prouver que:

a? N b? N 2 N d?
b+c+d a+c+d b+a+d a-+b+c

EXERCICE 52 :

Soit X ; y et z des réels strictement positifs. Prouver que :
1 1 1 1 1 1

—t =+ -2 + +

2 2y 2z " r+4+y y+z z4=x

EXERCICE 53 :

51
3

soit (739 2;1) € R g que:(?m y;2it) > —1
prouver que:
P28
EXERCICE 54 :

Soit x ; y et z des réels, tels que : TY + Yz + zx + 2ryz = 1
Prouver que :

[

o | b=t

< 1
TYyz —
I7=3
EXERCICE 55 :
Soit x et y deux réels strictement positifs. Prouver que :
T U 1
+ < —
4+ y? oyt x? T oay
EXERCICE 56 :
Soit n un entier naturel. Prouver que :
1 - 1 n 1 - 1 < 3
2 n+l n+2 2n — 4

EXERCICE 57 : Soit s 0, ¢ > Otels que: abc = 1
Montrer que:

1 1 1
(a—l—l——) (h—l—l——) (r:—l—i——) <1
b c a

EXERCICE 58 :
Soit a ; b et ¢ des réels positifs tels que :
a+b+c=3

Prouver que :

Va+ Vb ++/c> ab+ be+ ca
EXERCICE 59 : posté
Soit a ; b et ¢ des reels positifs tels que :

302 = 2 (..f:? _ FF)

Trouver le plus grand d’entre ces nombres :



EXERCICE 60 :
Soita; b ; c;dete des réels. Prouver que :

a ++ct+d*+e*>alb+ce+d+e)

EXERCICE 61 :
Résoudre en IR le systéme suivant :
rT+y+z=2

P+ Yy +2°=6
P +yt+2° =8
EXERCICE 62 :
2 | 12 2 3
soit @; b5 c:d > 0 telsque: @ 07 = (¢® + d°)

Prouver que :

o
(i
EXERCICE 63 :

Soit T3 Y3 2 2 0 tels que : 7Yz = Ty + yz + zx

Prouver que : TY% = 3(z+y+2)
EXERCICE 64 :
Soit x et y deux réels de méme signe. Prouver que :

211 2 +y? + Y
. > JTY
T+ Yy + 2 = +
EXERCICE 65 :

Soit a et b et ¢ des réels positive tels que : @ + b + ¢ = 1
Prouver qu’au moins I’un de ces nombres (! — ab ;b — bc etc — ca est supérieure a

1 2

4 et un autre est inférieure a 9
EXERCICE 66 :
Soit a ; b et c trois réels positives. Prouver que :

a b C 9

+ + =
(b+c)?  (ct+a)?  (a+b)? = 4(atb+c)
EXERCICE 67
Sachant que : 2% = 16777216
Calculer : ]
S =15+ (15 x 16) + (15 x 16%) + (15 x 16) + (15 x 16*) + (15 x 16°)
EXERCICE 68 :
Soit a et b et ¢ trois réels positives tels que : abc = 1
Prouver que :

a-+b
Y > Va+Vb+c+3
e \/_
EXERCICE 69 :




1). >trouver tous les polyndmes P tels que :

P(1) =2: P(2) = 4;: P(4) = TetP(6) = 8
1). = résoudre en IR 1’équation suivante :

(;I?- — —l)(i" — 2)(;]’? + 5)(:]’? +7) =8
EXERCICE 70 :

Soita; b : c et d des réels strictement positives tels que : @b + be 4 cd + da =1
Prouver que :

a’ 1

e

cye b+c+d
EXERCICE 71 :
Résoudre en IN* 1’équation :

1 1 1

—+-+-=1

T y oz

EXERCICE 72 :

Résoudre en IR les équations suivantes :

1). > 6z — 252° + 1222 + 252+ 6 =0
2). > 22z + 1)(z — 2)(2z — 3) = 63
EXERCICE 73 :

Calculer la somme suivante :

S=1x2x3+2x3x4+3x4x5+...+n(n+1)(n+2)
EXERCICE 74

Soit x et y deux réels tels que : * + Y = 1

< 1
TY < —
1). = prouver que : 4
1
t+y’ >
2). = prouver que : 2
EXERCICE 75 :
Soit x ; y et z trois réels strictement positives. Prouver que :
2 2 2 2 2 2
r=—1 Yy —z A
Y Y > ()
Y+ z T+ z T+ 1
EXERCICE 76 :

Soit x ; y et z trois réels strictement positives. Prouver que :
r+1vy yYy+=z Z+T .
+ - > 6
T Y z
EXERCICE 77 :
Soit a ; b et ¢ trois réels strictement positives tels que : @& + b+ c=1 Prouver que :

1?2 1?2 1\ 100
(ra) <o) () =5
a b c 3

EXERCICE 78 :




Calculer la somme S suivante :

S R P S —
C2x5  5x8 772000 x 2003 2003 x 2006

EXERCICE 78 : Soit X ; y et z trois réels strictement positives tels que : £ + Y + 2 =
Prouver que :

(1+£) (1+1) (1+1> > 64
T 1y z

EXERCICE 78 :

Soit x et y deux réels strictement positives tels que : T + Y = 8
Prouver que :

( 1)2 1\2 289
T+ — +(y+—) > —
Y T 8

EXERCICE 78 :
Soit a ; b et ¢ les longueurs des c6té d’un triangle et S sa surface et p sont demi périmetre.

Prouver que : S = \/p(p —a)(p—"0b)(p —c)

EXERCICE 79 : posté

Soit X et y deux entiers. Montrer que 7 ne divise 2X+3y que si il divise 5x+4y.
EXERCICE 80 :

Soit @13 A2 ... A > Ogelsque: @1 + ag + ... +a, <1
araz...an(1 —ay —az — ... — ap) 1

(@ Taat ot a1 —a)(—ap)(l—a,) = ol

Enfin nous remercions tous ce qui on participer avec nous en ce jeu.
Qui était vraiment un défi chaleureux et une grande amélioration des
informations. On vous annonce la fin du jeu espérons qu’on se revoie
dans un autre jeu. Bonne continuation a tous les participants.
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